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Методические указания соответствуют содержанию федеральной дис-

циплины ОПДФ.06 «Системный анализ и принятие решений» государствен-

ных образовательных стандартов по направлению подготовки специалистов 

2201 «Системный анализ и управление». 

В методических указаниях рассмотрено решение задач  безусловной 

оптимизации химико-технологических процессов  и химико-технологических 

систем  с использованием системы компьютерной математики MathCAD . В 

них содержатся подробные теоретические материалы по работе в среде 

MathCAD и большое количество примеров решения задач оптимизации.  

Методические указания соответствуют содержанию  дисциплин «Ин-

форматика», «Моделирование систем», «Системный анализ химических про-

изводств», « Системный анализ химических технологий» государственных 

образовательных стандартов. 

Методические указания предназначены для  бакалавров, магистров, 

аспирантов  высших учебных заведений, обучающихся по направлению под-

готовки специалистов 2201 «Системный анализ и управление». Они могут 

быть использованы  в системах непрерывного профессионального образова-

ния  по  компьютерным технологиям. 
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ВВЕДЕНИЕ 

 
В методических указаниях рассматриваются задачи безусловной оп-

тимизации. 

В последние годы появилось  много теоретических работ, в которых 

рассматриваются методы решения подобного рода задач.  

Вместе с тем следует отметить, что в научной литературе не нашло 

достаточного отображения программное обеспечение для реализации задач 

безусловной оптимизации в системе компьютерной математики MathCAD. В 

методических указаниях приводятся  известные программы решения задач 

безусловной оптимизации в системе компьютерной математики MathCAD. 

Методические указания  состоят из 5 глав. 

В первой главе дана постановка задачи оптимизации, приводится   

краткий анализ существующих методов оптимизации. 

Во второй главе рассматривается решение задач безусловной оптими-

зации. Формулируются и анализируются  известные необходимые и доста-

точные условия существования  экстремумов функции многих переменных. 

Рассматривается реализация решений  конкретных задач безусловной опти-

мизации с использованием MathCAD. 

В третьей главе приводятся задания к выполнению лабораторной ра-

боты. 

 В четвертой главе дано компактное описание построения линий рав-

ных значений функций  в среде MathCAD. 

 В пятой главе приводится таблица  F-распределения Фишера для уровня 

значимости   = 0.05 

При использовании методических указаний  целесообразно сначала 

обратиться к  вводным материалам, которые содержатся в  главе 1,затем пе-

рейти к главе 2 для освоения общих понятий оптимизации ХТС и рассмот-

реть решение типовых задач оптимизации, приведенных в главе 3.  

При необходимости в качестве справочника можно использовать ма-

териалы главы 4 и 5.  

Авторы приносят свою искреннюю благодарность Э.В. Шепелевской, 

Р.Ю. Кулишенко  за помощь в подготовке рукописи  методических указаний 

к печати. 
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ɺ   ʤʠʨʝ   ʥʝ   ʧʨʦʠʩʭʦʜʠʪ   ʥʠʯʝʛʦ,  

ʚ ʯʝʤ ʥʝ ʙʳʣ ʙʳ ʚʠʜʝʥ ʩʤʳʩʣ ʢʘʢʦʛʦ-ʥʠʙʫʜʴ   

ʤʠʥʠʤʫʤʘ ʠʣʠ ʤʘʢʩʠʤʫʤʘ. 
Л. ʕʡʣʝʨ 

 

ПРЕДИСЛОВИЕ 
 

В самой сути человеческой деятельности заложено стремление к со-

вершенству, а в искусстве - к идеалу, гармонии.  

Мы стремимся создавать не просто предметы обихода, машины, зда-

ния, технологии, а оптимальные — наиболее красивые, дешевые, точные, 

сберегающие окружающую среду. 

 В одних случаях стараемся достичь наименьших размеров, затрат, лег-

чайшего веса, в других - максимизируем такие показатели, как коэффициент 

полезного действия, надежность, прибыль. 

 Поэтому неудивительно, что задачи оптимизации   распространены 

особенно в технике и экономике. 

 Одной из актуальнейших задач  современности   является   разработка  

методов   оптимизации. 

 Мы действуем сознательно и, прежде чем взяться за реализацию прак-

тических творений, обдумываем, считаем, чертим - создаем план, проект. 

При этом оперируем не с реальным объектом, а с его абстрактным замыслом, 

моделью. Модель может существовать в наших мыслях, чертежах, формулах, 

алгоритмах и программах. Математическая модель проектируемого объекта 

наилучшим образом подходит для целей оптимизации, так как при этом 

можно обойтись без дорогостоящих реальных экспериментов, тем не менее 

иметь возможность сравнивать между собой большое число вариантов. Есте-

ственно для этих целей необходимо воспользоваться компьютером. 

Однако математическую модель удается создать далеко не всегда. Объ-

ект может быть слишком сложным или недостаточно исследованным. В та-

ких случаях остается единственный путь - экспериментирования,   иногда   

дорогостоящего,   длящегося   месяцы и годы. Но и для такого рода оптими-

зации существует математическая теория эксперимента, нашедшая широкое 

применение на практике [4]. 

При решении задач оптимизации затруднения возникают как при соз-

дании модели оптимизируемого объекта, так и при поиске оптимальных па-

раметров объекта. Большое число оптимизируемых параметров, сложные за-

висимости между ними требуют большого объема вычислительных работ. 

Нередко даже современные ПК оказываются в «затруднении» при поиске оп-

тимальных решений. 

Частые упоминания о роли компьютера в решении задач оптимизации 

не случайны: без компьютера тут делать нечего, никакие методы не помогут.  
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Мы стремимся к всеобщей компьютерной грамотности - учимся поль-

зоваться компьютерами со школьной скамьи, упрощается общение с персо-

нальными компьютерами.  

Увлекаясь самим процессом составления программ, непривычными 

возможностями компьютеров,  порой забываем, что все это только средство.  

В настоящее время возникли все предпосылки для расширения спектра 

работ по постановке и решению задач оптимизации в конструкторских бюро, 

проектных  и учебных институтах. Постепенно увеличивается спектр  пред-

назначенного для этих целей программного обеспечения. Использование 

этих возможностей открывает новые резервы повышения экономии и качест-

ва. 

В предлагаемом методическом указании рассматриваются  следующие во-

просы: 

¶ постановка задач оптимизации,  

¶ методы оптимизации и их свойства, 

¶ программное обеспечение решения этих задач на основе системы  

компьютерной математики MathCAD. 

Учебное пособие  предназначено для широких слоев «прикладников», 

обычно использующих при решении своих задач уже готовое программное 

обеспечение. Поэтому при описании методов авторы не стремились к детали-

зации или разбору строгих доказательств. Читатели, желающие познакомить-

ся с отдельными вопросами глубже, смогут воспользоваться прилагаемым 

списком литературы [1,2,3,8,9].Научная литература изобилует всевозможны-

ми методами оптимизации. Много их реализовано и в виде компьютерных 

программ или пакетов. Из этого множества в поле нашего зрения попали 

лишь простые методы, получившие наибольшее распространение, наилуч-

шим образом себя зарекомендовавшие. К сожалению, не существует одного 

или нескольких универсальных методов для всевозможных задач оптимиза-

ции. Из-за этого выбор метода - сложное, ответственное и требующее боль-

шой квалификации дело. Довольно часто для решения одной задачи могут 

использоваться несколько методов, меняться их параметры. Общие рекомен-

дации по выбору метода основаны на профессиональном опыте авторов, а 

также на почерпнутой ими информации из литературы. Однако выбирать ме-

тод для своей задачи каждый должен сам, учитывая специфику задачи, ре-

зультаты пробных вычислений. Для этого нужно иметь обширное программ-

ное обеспечение. Предлагаемые методические указания будут полезны для 

неподготовленного в прикладной математике читателя в силу ее сравнитель-

но популярного изложения, возникшая же при этом некоторая поверхност-

ность, надеемся, не покажется ощутимым изъяном. Методические указания в 

доступной форме знакомит с постановкой задач оптимизации, с наиболее 

распространенными и хорошо зарекомендовавшими себя на практике мето-

дами их решения и соответствующим программным обеспечением ПК. 
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1 ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ ОПТИМИЗАЦИИ 

 

ɽʩʣʠ ʥʝʯʪʦ ʫʤʫ ʥʝʧʦʩʪʠʞʠʤʦ, 

 ʟʥʘʯʠʪ - ʵʪʦ ʤʘʪʝʤʘʪʠʢʘ 

 

Между потребностью решить актуальную задачу оптимизации и ее 

приведением к однозначной, подходящей для решения на ПК форме сущест-

вует значительная дистанция. Этот этап, характерный для многих задач при-

кладной математики, обычно называют постановкой задачи. Хочется обра-

тить внимание на его важность и на возникающие трудности в цепи решения 

задачи оптимизации. От постановки задачи значительно зависит качество и 

достоверность получаемых результатов, в не меньшей мере и скорость их по-

лучения. 

Целевая функция. Что общего у всех задач оптимизации? Все они 

ищут что-то наилучшее - в некотором смысле наилучшее решение среди мно-

гих других решений. 

При создании нового самолета испытывается (частично только в чер-

тежах, расчетах или моделях) множество проектных вариантов. Выбор места 

строительства атомной электростанции связан со сравнением большого числа 

возможных географических точек. Причем такие сравнения могут быть 

крайне сложными: большое число критериев, по которым оцениваются вари-

анты (например, экономичность, наличие природных ресурсов, экологиче-

ские последствия, социальные факторы и т. д.), трудности формализации та-

ких критериев, наконец, нередко критерии носят противоречивый характер 

(за качество нужно платить). 

Тем не менее, в задачах оптимизации рассматриваемые варианты 

должны быть сравнимы. Наиболее подходящей является оценка варианта 

числом. Довольно часто, чем больше числовая характеристика, тем лучше, 

например, прибыль предприятия, средний балл поступающего в учебное за-

ведение. Однако потери электроэнергии в энергетической системе, погреш-

ности измерительного прибора должны быть, по возможности, меньше [4]. 

Сопоставив каждому варианту число – значение  критерия оптимиза-

ции, получим возможность поручить выбор наилучшего варианта компьюте-

ру. Это важно, так как в реальных задачах число сравниваемых вариантов 

может быть очень большим, а определение критерия оптимальности слож-

ным, требующим трудоемких вычислений. 

Обозначим множество всех вариантов решения буквой D , а его эле-

менты - буквой X .  

Сопоставив каждому варианту D из множества D(XÍD) число - крите-

рий оптимизации, получим функцию  )(Xf , определенную в области D . Эту 

функцию, показывающую «качество» выбираемых вариантов, называют ʮʝ-

ʣʝʚʦʡ ʬʫʥʢʮʠʝʡ, а область D- ʜʦʧʫʩʪʠʤʦʡ ʦʙʣʘʩʪʴʶ. 
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Задачу оптимизации (минимизации) можем записать следующим обра-

зом:   найти )( Xfʤʠʥʠʤʫʤ,  где DXÍ  

В дальнейшем мы ограничимся рассмотрением задач минимизации, что 

не должно смущать читателя.  

 Задача максимизации целевой функции )X(f  равносильна задаче ми-

нимизации  целевой функции  с противоположным знаком, т.е.( )(Xf- ). 

Так, например, для того чтобы  

найти максимум функции 10)( 2+¹xxf  на отрезке [ ]5,5- ,  

можно найти на том же отрезке  минимум функции )10()(1 2+-¹ xxf . 

 
Рисунок 1.1.-Наглядное представление связи  

между задачами поиска минимума и максимума 

 

На практике возникают задачи с различными допустимыми областями 

D . Количество их элементов может быть конечным, как в задаче о сказочном 

богатыре, выбирающем одну из трех дорог. В таком случае, если число срав-

ниваемых вариантов небольшое, выбор оптимума не представляет принципи-

альных трудностей - достаточно сравнить между собой значения целевой 

функции )(Xf . Подключив к этой работе трудолюбивый компьютер, можно 

сравнивать между собой сотни и тысячи вариантов, даже если определение 

значения целевой функции )(Xf  является трудоемким. 

Но практика тем и интересна, что выдвигает более сложные во всех от-

ношениях задачи. В них целевая функция зависит от большого числа пере-

менных, определение значений )(Xf  весьма трудоемко - использование ком-

пьютера здесь необходимо. Допустимая область довольно часто представляет 

собой  конструкции в многомерном пространстве, порожденные системами 

нелинейных ограничений. В случае многих переменных в задаче оптимиза-
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ции каждому варианту соответствует точка ),...,( 21 nxxxX =  в многомерном 

пространстве.      

Оптимизируемые параметры-переменные nxxx ,..., 21   могут быть самыми  

разными: геометрические размеры, электротехнические или механические 

показатели, концентрация химических веществ, объем производимой про-

дукции и т. д. - все зависит от решаемой задачи. Важно, чтобы эти перемен-

ные были управляемыми, т. е. мы на практике должны иметь реальную воз-

можность изменить значение переменной до оптимальной величины. Не все-

гда такая возможность имеется. Например, мы не можем управлять климати-

ческими факторами и подобными от нас не зависящими величинами, поэтому 

нет смысла включать их в список переменных задачи оптимизации. 

Число переменных, или размерность n , в значительной степени харак-

теризует сложность решаемой задачи. При создании математической модели 

специалисты стараются учитывать как можно больше переменных, оказы-

вающих влияние на критерий оптимизации. В то же время большое n  услож-

няет решение задачи оптимизации - приходится искать оптимум в многомер-

ном пространстве. Например, в задаче оптимизации (по какому-либо крите-

рию) геометрических размеров спичечной коробки имеем дело с тремя пере-

менными: высотой, длиной и шириной. Реальный пример задачи оптимиза-

ции точности счетчика электроэнергии приводит к  24 переменным. Особен-

но большие размерности  характерны для задач  химической технологии и в 

экономических задачах. 

Как  выглядит алгоритм нахождения значений целевой функции )(Xf ? 

В простейших случаях это - вычисление некоторого громоздкого математи-

ческого выражения подстановкой в него соответствующих значений пере-

менных nxxx ,..., 21 . Обычно такой алгоритм содержит много логических усло-

вий, в его состав могут входить решения обыкновенных  дифференциальных 

уравнений или аналогичных уравнений в частных производных, систем не-

линейных алгебраических уравнений.  

Поэтому для определения значения целевой функции )(Xf  в одной 

точке возможен сравнительно большой расход времени вычислений на ПК. 

Как говорят, приходится иметь дело с дорогими целевыми функциями. На-

пример, в задаче оптимизации характеристик цветных телевизионных кине-

скопов для определения одного значения целевой функции на ПК (его ско-

рость 10
6
 операций в секунду) требовалось несколько десятков секунд ма-

шинного времени. 

Это лимитирует возможности решающего задачу оптимизации: срав-

нивать между собой значения целевой функции приходится в ограниченном 

числе точек. Увеличение скорости работы ПК не является панацеей (число 

исследованных допустимых точек областей часто все равно будет казаться 

недостаточным), поэтому возникает проблема рационального размещения 

точек испытаний (так в дальнейшем будем называть точки, в которых опре-
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деляются значения целевой функции). Методы оптимизации являются осно-

вой для алгоритмов размещения точек в допустимой области так, чтобы при 

ограниченном числе испытаний достичь наиболее точного решения. 

В дальнейшем будем использовать наглядную геометрическую интер-

претацию задачи оптимизации.  

 

 

 

 
 

 

Рисунок 1.2- Линии постоянных значений квадратичной целевой функции 

 

Для одномерной целевой функции это не представляет трудности. К 

сожалению, при размерности 2n> возникают принципиальные трудности 

для такого рода   геометрической   интерпретации.   Многомерные   объекты   

не воспринимаются человеческим сознанием,   привыкшим  к  объектам гео-

метрического трехмерного пространства.  В  случае двухмерной целевой 

функции (ʧ = 2) для наглядной геометрической интерпретации используются 

линии постоянных  значений целевой функции )y,x(f  = const в декартовой 

системе координат. Такие линии постоянных значений используются, на-

пример, в топографических картах для наглядного изображения рельефа по-

верхности земли. В настоящих методических указаниях  для большей на-

глядности также будут использоваться чертежи с линиями постоянных зна-

чений.  Проиллюстрируем целевую функцию 22),( yxyxf +=   в области 

 —4 < x  < 4,  —4 < y  <4 при помощи линий постоянных значений 

 ( ),( yxf  = 25; 20; 15; 10; 5). Рисунок 1.2 наглядно  показывает, что минимум 

должен быть в ближайшей окрестности точки (0, 0), а также что имеется 

единственный локальный минимум в допустимой области.  
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В приложении 1 приводятся необходимые сведения по построению ли-

ний постоянных значений целевой функции  с помощью MathCAD. Однако 

одномерные или двухмерные задачи оптимизации редки. В случае ʧ > 2 для 

графического исследования иногда применяют линии постоянных значений 

по некоторой паре переменных, значения остальных ʧ - 2 переменных  под-

держивая постоянными. Наличие таких «сечений» целевой функции в раз-

личных точках для всевозможных пар переменных может дать некоторое 

представление о целевой функции многих переменных. Конечно, это кропот-

ливая процедура, приводящая к не вполне наглядным графикам, и исполь-

зуется она только для сравнительно малых размерностей ʧ. 

Ограничения, которые усложняют поиск оптимума. Допустимую 

область  поиска определяют системы неравенств или равенств. Их называют 

ограничениями задачи оптимизации.  

В  выше приведенном примере четыре неравенства. Это так называе-

мые простые ограничения. В n-мерном случае простые ограничения опреде-

ляются соотношениями: 

iii xxx supinf ¢¢ , i=1(1)n;    

где 

 inf, sup-обозначают точную нижнюю и точную верхнюю границу пе-

ременных, 

  n- число поисковых переменных. 

Они определяют допустимую область- n-мерный прямоугольный параллеле-

пипед.                           

Более сложные (хотя линейные) ограничения приходится вводить, на-

пример, при постановке задач оптимизации состава некоторых смесей. Это 

характерная ситуация для задач, связанных с технологическими процессами. 

Процентные доли составляющих компонентов  в некоторой смеси- перемен-

ные nxxx ,..., 21  должны быть подвергнуты следующим ограничениям: 

ä
=

=
n

i

ix
1

100т. е. сумма переменных равна 100. Довольно часто ограничения ти-

па неравенств в реальной жизни возникают из-за ограниченности ресурсов, 

сырья, средств, рабочей силы, времени и т. п. Какие совершенные конструк-

ции, изделия удалось бы сконструировать,  если не ограничивать их себе-

стоимость,  если металлы, пластмассы были бы сколь угодно легкими, проч-

ными и обладали другими   замечательными  качествами. 

Наиболее трудоемкими для оптимизации являются нелинейные огра-

ничения. Тогда, чтобы определить, принадлежит ли точка  допустимой об-

ласти или нет, приходится пользоваться громоздким вычислительным алго-

ритмом. Иногда для сложных ограничений само нахождение любой, даже не-

оптимальной, точки, удовлетворяющей всем ограничениям, становится про-

блемой. Бывает, что задачу оптимизации специалисты формулируют так, что 

допустимая область D  оказывается пустой. В таком случае система ограни-
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чений оказалась слишком строгой, специалисты хотели слишком многого, 

создание такого объекта вообще невозможно. 

Ограничения усложняют использование методов оптимизации. В науч-

ной литературе методам оптимизации, учитывающим сложные ограничения, 

уделено много внимания[8,9]. 

Когда критериев оптимальности много. До сих пор обсуждался 

единственный критерий оптимизации, соответственно - единственная целе-

вая функция )(Xf . Очевидно, что такой постановке оптимизационной задачи 

трудно выдержать критику следующего содержания. Неужели проектиров-

щик или любой другой создатель ставит перед собой одну только цель? Ведь 

обычно все стремятся сразу ко многому.  

Любую сложную систему характеризуют многие критерии. Обычно в 

списке критериев технических систем фигурируют себестоимость, точность, 

степень надежности, геометрические размеры, степень нагрева, потери элек-

троэнергии и т. п. Любой из этих критериев может котироваться в качестве 

критерия оптимизации, для любого из них мы вправе конструировать целе-

вую функцию и искать ее минимум или максимум. 

Поэтому в общем случае имеем многокритериальную задачу оптими-

зации, векторный критерий оптимальности и векторную целевую функцию. 

Для решения такого рода задач используются специальные методы[2]. 

 В дальнейшем будем рассматривать только однокритериальную опти-

мизацию. 

Какими бывают задачи    оптимизации. За самой общей записью за-

дач оптимизации ))(min( Xf , где DXÍ скрывается большое разнообразие их 

классов. Зачем нужна эта классификация? От класса задачи зависит подбор 

метода, и, в конечном счете, успешность, эффективность ее решения. Клас-

сификацию задач определяют две составляющие - целевая функция )(Xf и 

допустимая область D  (ее задают системой неравенств и равенств, а иногда и 

более сложным алгоритмом). 

Целевая функция )( Xf  может быть одной, двух и более переменных. 

Конечно, реальные задачи оптимизации одной и даже двух переменных 

крайне редки. Действительность, моделируемая функциональными зависи-

мостями целевой функции, связана с большим числом переменных задачи 

nxxx ,..., 21 . Естественно, при постановке задачи приходится принимать ответ-

ственные решения: сколько переменных учитывать. Слишком скрупулезно 

подобранная целевая функция, учитывающая огромное число переменных, 

не всегда будет самой лучшей. Увеличение размерности ʧ существенно ус-

ложняет решение задачи, уменьшает эффективность методов оптимизации  

Поэтому ʧ - одна из важнейших характеристик, от нее в значительной 

степени зависит машинное время, затрачиваемое на решение. 

Методы решения особенно сильно зависят от принадлежности задачи к 

классу одноэкстремальных (унимодальных) или много экстремальных (муль-
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тимодальных). Такая классификация связана с существованием минимумов 

двух типов - локальных и глобальных.  

И для одного и для другого минимума  целевая функция наименьшая 

среди других ближних точек, т. е. локальный минимум, является минимумом 

только среди его окружающих ближайших точек. Естественно, локальных 

минимумов в задаче может быть больше одного, а иногда очень много. Это и 

есть многоэкстремальная задача, ведущая поиск наименьшего среди локаль-

ных - глобального минимума. 

 

 
 

Рисунок 1.3- Классификация минимумов в случае одной переменной 

 

 
 

Рисунок 1.4-Классификация оптимальных решений  

для случая двух переменных 

Иллюстрация ситуации  локальных и глобального экстремума приво-

дится на рисунках 1.3,  1.4. Взгляда на рисунок достаточно, чтобы убедиться 

в том, что многоэкстремальность зависит и от допустимой области: умень-

шив область, эту задачу можно превратить в одноэкстремальную. 
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Информация о том, многоэкстремальная задача оптимизации или нет, 

является особенно ценной. От этого существенно зависит выбор метода, а 

также трудности на пути к решению задачи. Если задача одноэкстремальная, 

на вооружение берутся сравнительно многочисленные и хорошо разработан-

ные локальные методы оптимизации. Для них характерно начало процесса 

решения от некоторой начальной точки. На всем пути от начальной точки до 

точки минимума локальные методы используют информацию о целевой 

функции только в этих точках.  

Заранее сказать, многоэкстремальная эта задача или нет, довольно 

трудно: нет надежных критериев, нет специальных программ для ПК. Можно 

сказать, что факт многоэкстремальности удается установить только в самом 

процессе решения. На практике распространен простейший прием - поиск 

локальных минимумов, начиная с различных начальных точек. Если таким 

способом удается найти несколько локальных минимумов, все ясно - значит, 

нас ждут все неприятности многоэкстремальной задачи. В противном случае, 

даже если локальные минимумы все время совпадают, нет полной гарантии, 

что минимум единственный.  

Классифицируют задачи и по характеру изменения целевой функции. 

Различают линейные и нелинейные целевые функции. Приятнее иметь дело с 

дифференцируемыми функциями, чем с такими, для которых производные не 

существуют. 

Ограничения, формирующие допустимую область D, также раз-

нообразны. Ограничений может не быть вообще, они могут быть простыми. 

 Лучше всего, когда имеем дело с простыми ограничениями или когда 

их вообще нет. Введение даже линейных ограничений усложняет поиск оп-

тимума, так как приходится проверять принадлежность точек к многомерной 

области сложной конфигурации. Поэтому при постановке задачи необходи-

мо, по возможности, не обременять себя неоправданно громоздким описани-

ем допустимой области. 

Еще одно свойство задач оптимизации представляется немаловажным. 

Это доступность значений производных, используемых в работе многих ме-

тодов оптимизации. Например, никаких проблем точного определения значе-

ний производных в случае квадратичной целевой функции от двух перемен-

ных выше приведенного примера не возникает - просто находим аналити-

ческие выражения частных производных. 

Такие возможности необходимо использовать, но, к сожалению, нахо-

ждение производных аналитически удается только в сравнительно простых 

задачах. В других случаях численная оценка значений производных приводит 

к дополнительным затратам машинного времени. 

Выбрать подходящий метод оптимизации — непросто. А выбирать 

методы приходится. Уже говорилось, что универсальных методов оптимиза-

ции не существует, как не найдено универсальное лекарство от всех недугов. 
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Поэтому как для лекарств выясняются показания и противопоказания, 

так и для методов оптимизации необходимо знать сильные и слабые стороны, 

установить классы задач, для которых метод идеально подходит, и те задачи, 

решая которые он потерпит фиаско, подобрать необходимые параметры для 

данного конкретного метода. Как и в медицине, строго определенные ответы 

здесь затруднительны. Теория дает ответ только для частных случаев, поэто-

му для исследования методов остается «его величество эксперимент». При-

ходится создавать специальный «испытательный полигон» тестовых задач, 

многократно их решать, анализировать результаты и делать на этом основа-

нии выводы и рекомендации для методов. 

Трудности такого подхода начинаются с выбора тестовых задач. Ведь 

что греха таить, иногда авторы методов в целях рекламы прибегают к «удоб-

ным» тестовым задачам,  создавая тепличные условия для своего любимца. С 

другой стороны, и для самого совершенного метода, хорошо поработав, 

можно «назло врагам» придумать специальную контрзадачу. А нам нужна, 

правда,  и только, правда, максимальная объективность. 

Результаты наших экспериментов будут зависеть еще от многого. На-

пример, от того, как метод реализован в виде программы. Мелочи в програм-

мировании могут значительно повлиять на длительность требуемого машин-

ного времени. Например, неудачно подобрана используемая подпрограмма 

обращения матриц - и время счета уже другое. Затраты машинного времени 

зависят и от таких параметров, как условия остановки, длина шага,   выбор 

начальной точки. 

Наконец, подобрали тестовые задачи, создали для всех методов по воз-

можности, равные условия. Чем будем «мерить» качество? Для этого исполь-

зуются следующие основные критерии:  

1) успех в нахождении оптимума задачи,  

2) количество вычислений значений целевой функции,  

3) длительность работы программы  (машинное время). 

Первый критерий наводит на мысль, что иногда методы бессильны при 

решении задач. Более того, известны случаи, когда и часто используемые 

программы сложных методов на некоторых задачах «застревают» где-то в 

середине. Значит, целевая функция не удовлетворяет требованиям метода, а 

программисты не предусмотрели всех аварийных ситуаций. 

Успешность решения задачи тесно связана с требуемой точностью. 

Существуют различные требования к точности решения. Что для одних задач 

достаточно точно, для других недопустимо. Например,  к локальным методам 

для решения одноэкстремальных задач с дифференцируемыми целевыми 

функциями предъявляются высокие требования точности. В то же время в 

случае многоэкстремальных задач с большим числом переменных и сложной 

целевой функцией  пользователи вынуждены довольствоваться приближен-

ными ответами. 
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Различаются и меры точности решения. Измеряют расстояние от най-

денной оптимальной точки  kX  до настоящей оптимальной точки *X : 
*XXX k -=D  

или разницу значений целевой функции в этих точках: 

)()( *XfXff k -=D . 

Если целевая функция в окрестностях оптимума мало изменяется, ра-

ционально использовать меру погрешности XÐ . Второй способ измерения 

точности распространен в многоэкстремальных задачах. Здесь найденный 

глобальный оптимум может быть далеко от точки действительного глобаль-

ного оптимума по XÐ , в то же время значения целевой функции могут мало 

различаться. 

Если успешно, с желаемой точностью, достигли решения задачи, есте-

ственно оценивать эффективность метода количеством определений значе-

ний целевой функции. Такой критерий хорош тем, что не зависит от исполь-

зуемого ПК, от стиля программирования. Для сравнения пользуются и необ-

ходимым машинным временем. Ведь оно расходуется не только для опреде-

ления значения целевой функции. В градиентных методах рассчитывают еще 

и значения производных, в задачах с ограничениями может производиться их 

проверка - весьма сложная. А еще сами методы оптимизации требуют ма-

шинное время для собственных нужд. В машинном времени все это учитыва-

ется.  

Простейшим примером тестовой функции для локальных методов яв-

ляется функция:   2

1

22

12 )1()(100)( xxxXf -+-Ö= . 

Это так называемая функция Розенброка, имеющая минимум, равный 0 

в точке (1,1) .  

Таким образом, при постановке задачи оптимизации необходимо: 

1.Наличие объекта оптимизации. В качестве объекта оптимизации мо-

жет фигурировать объект (в нашем случае, как правило, технологический 

процесс) или его математическая модель. 

2. Наличие ресурсов оптимизации, под которыми понимают возмож-

ность изменения значений некоторых параметров объекта оптимизации. Для 

этого объект должен обладать определенными степенями свободы - управ-

ляющими воздействиями (их также иногда называют оптимизирующими, 

варьируемыми, поисковыми переменными)  

3. Наличие  цели оптимизации-критерия оптимизации. Критерий опти-

мизации  обязательно должен иметь количественную оценку, поскольку 

только в этом случае можно сравнивать эффекты от тех или иных значений  

управляющих воздействий. Обычно критерий оптимизации связан с эконо-

мичностью работы рассматриваемого объекта (аппарат, установка).  

Критерий оптимизации должен: 

¶ иметь ясный физический смысл,  

¶ отражать наиболее существенные стороны процесса,  
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¶ иметь  количественную оценку.  

На основании выбранного критерия оптимизации составляется целевая 

функция, представляющая собой зависимость критерия оптимизации от па-

раметров, влияющих на его значение. Вид критерия оптимизации или целе-

вой функции определяется конкретной задачей оптимизации.  

4. Учет ограничений (например, ограничения по температуре и давле-

нию процесса, по себестоимости, по термостойкости катализатора, по взры-

вобезопасность,  по мощности перекачивающих устройств и др.). Ограниче-

ния могут накладываться как по технологическим, так и по экономическим 

соображениям. 

Задача оптимизации сводится к нахождению экстремума целевой 

функции с учетом ограничений.  

Наиболее общей постановкой  задачи  оптимизации является выраже-

ние критерия оптимизации в виде экономической оценки (производитель-

ность, себестоимость продукции, прибыль, рентабельность). Однако в част-

ных задачах оптимизации, когда объект является частью технологического 

процесса, не всегда удается  выделять прямой экономический показатель, ко-

торый бы полностью характеризовал эффективность работы рассматриваемо-

го объекта. В таких случаях критерием оптимизации может служить техноло-

гическая характеристика, косвенно оценивающая экономичность работы аг-

регата (время контакта, выход продукта, степень превращения, температура). 

Как правило, для  конкретных задач оптимизации химических произ-

водств  целевая функция для  критерия оптимизации не может  быть записана 

в виде аналитического выражения. Это обстоятельство существенно услож-

няет решение задачи оптимизации. Для решения задач оптимизации исполь-

зуются компьютерные технологии на основе  специальных методов оптими-

зации - методов нелинейного программирования. 

Если требуется определить экстремум целевой функции без ограниче-

ний, то такая оптимизация называется ʙʝʟʫʩʣʦʚʥʦʡ.  

 Оптимизацию при наличии ограничений принято называть ʫʩʣʦʚʥʦʡ 

оптимизацией. 

  В настоящих методических указаниях рассматриваются методы безус-

ловной оптимизации. 

 

2. РЕШЕНИЕ В MATHCAD  ЗАДАЧ БЕЗУСЛОВНОЙ ОПТИМИЗАЦИИ 
 

2.1 НЕОБХОДИМОЕ И ДОСТАТОЧНОЕ УСЛОВИЯ 

СУЩЕСТВОВАНИЯ ЭКСТРЕМУМА ФУНКЦИИ МНОГИХ ПЕРЕМЕННЫХ 

 

 Сформулируем задачу безусловной оптимизации  

Найти минимум целевой функции ),...,,( 21 nxxxf по управляемым пере-

менным nxxx ,...,, 21 .  
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Необходимое условие. Необходимым условием экстремума функции 

многих переменных в некоторой точке является условие равенства в этой 

точке нулю ее градиента:     0)( =Xfgrad    Ý     ni
x

f

i

,...,1,0 ==
µ

µ
, 

где 

 n -количество переменных. 

Говорят, что эта точка стационарная. 

Достаточное условие. Достаточным условием минимума  является ус-

ловие положительной определенности матрицы Гессе в стационарной точке: 
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Для положительной определенности матрицы Гессе необходимо, чтобы  

собственные числа матрицы  1l, ,2l ..., nl были положительны.  

Собственные числа 1l, ,2l ..., nl являются корнями характеристического 

уравнения: ( ) ,0det =- EG l   

где 

 det -определитель квадратной матрицы ранга m,  

Е - единичная матрица. 

Установить, какая она – положительно определенная, отрицательно оп-

ределенная или неопределенная можно с помощью критерия  Сильвестра. 

Если матрица Гессе положительно определенная, то в  стационарной 

точке  функция  имеет ʣʦʢʘʣʴʥʳʡ ʤʠʥʠʤʫʤ; 

 если матрица Гессе отрицательно определенная, то в стационарной 

точке  функция  имеет ʣʦʢʘʣʴʥʳʡ ʤʘʢʩʠʤʫʤ; 

 если матрица Гессе неопределенная, то в точке стационарной функция  

не имеет локального экстремума (это – так называемая седловая точка). 

Для случая двух переменных достаточные условие существования ми-

нимума имеют следующий вид: 

  Если      0122

2211 >-Ö GGG , то стационарная точка является точкой строгого 

экстремума, а именно строгого максимума, если 011<G ,  и строгого миниму-

ма, если 011>G . 

 Если  0122

2211 <-Ö GGG , то в стационарной точке  экстремума нет. 

 Если 0122

2211 =-Ö GGG , то в стационарной точке экстремум может быть, а 

может и не быть. 

Напомним, как определяется положительная определенность, отрица-
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тельная определенность или неопределенность матрицы на примере матрицы  

ù
ù
ù

ú

ø

é
é
é

ê

è

-

--

-

=

210

121

012

A .        

Для этого вычислим:   
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(5.1)5.0(2
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2
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+
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Ö¹ÖÖ . 

Это выражение всегда больше 0, следовательно, матрица A положи-

тельно определенная ( 0̧X ). 

Аналогичным образом проверяется отрицательная определенность или 

неопределенность матрицы Гессе. 

Другой способ связан с вычислением определителей Сильвестра. 

Так как все определители Сильвестра положительны: 

011>a ,     
2221

1211

aa

aa
=3 >0   ,

333231

232221

131211

aaa

aaa

aaa

= 4>0, 

, следовательно, матрица A положительно определенная. 

 В   MathCAD встроена специальная  функция eigenvals ,с помощью ко-

торой на основе  вычисления собственных значений матрицы определяется 

положительная определенность, отрицательная определенность или неопре-

деленность матрицы.  

 Пример 1. Найти минимум функции 222 )2()5()2(),,( ++-+-¹ zyxzyxf . 

 Эта функция имеет очевидный минимум в точке(2,5,-2) и приведена 

для иллюстрации метода решения. 

 На рисунке 2.1 представлен протокол решения задачи.  В представлен-

ной программе используется встроенная в  MathCAD функция Find  для ре-

шения системы уравнений, символьное вычисление частных  производных и 

встроенная функция eigenvals  для вычисления собственных значений мат-

рицы. 

 Как видно из полученных результатов (см. рисунок 2.1), в вычисленной 

стационарной точке (2,5,-2) выполнены необходимые и достаточные условии 

существования минимума, так как матрица Гессе положительно определена. 

 

 



 19 

 
 

Рисунок 2.1-Протокол решения задачи 

  

Пример 2. Найти минимум функции 

2
10

1

))exp(5)
10

exp()
10

exp()
10

exp((),,,( a
aya

z
xa

vzvyxf
a

-Ö+
-

-
Ö-

Ö-
Ö-

Ö=ä
=

, 

где  10,..,2,1=a  
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Рисунок 2.2-Протокол решения задачи (начало) 
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Рисунок 2.3-Протокол решения задачи (окончание) 

 

 Как видно, в данном случае (см. рисунки 2.2-2.3)  при  выборе началь-

ной точки поиска (2,8,2,6) в вычисленной стационарной точке (1,10,1,5) вы-

полнены необходимые и достаточные условии существования минимума, так 

как матрица Гессе положительно определена (собственных значений матри-

цы положительны). 

Пример 3. Найти минимум )sin()sin()sin(),( yxyxyxf Ö-+=  
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Рисунок 2.4- Протокол решения задачи 

 

 Как видно  (см. рисунок 2.4), и в этом случае при выборе в качестве на-

чальной точки поиска точки (-1;-1)  в вычисленной стационарной точке  

(-1.325,-1.325) выполнены необходимые и достаточные условия существова-

ния минимума, так как матрица Гессе положительно определена. Более того,   



 23 

0122

2211 >-Ö GGG , следовательно, стационарная точка является точкой строго-

го экстремума, а именно строгого минимума, так как  011>G .  

 Иной результат получим (см. рисунок 2.5), если в качестве начальной 

точки поиска возьмем точку (2,2). В этом случае в вычисленной ранее ста-

ционарной точке (-1.325,-1.325) выполнены только необходимые  условия 

существования экстремума. Кроме того, 0122

2211 >-Ö GGG , следовательно,  най-

денная стационарная точка является точкой  строгого максимума, так как  

011<G . 

 

 
 

Рисунок 2.5-Протокол решения задачи 
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Рисунок 2.6 проясняет ситуацию. Если взять в качестве начальной точ-

ки поиска точку (-1,-1) ,то отыскивается локальный минимум в точке  

(-1.325,1.325).Если взять в качестве начальной точки поиска точку (2,2) ,то 

отыскивается локальный максимум в точке (2.113, 2.113). 

 

 
Рисунок  2.6- линии равных значений функции 

)sin()sin()sin(),( yxyxyxf Ö-+=  
 

 Пример 4. Кинетика связывания СаО изучалась в известняково-

пепельных смесях различного состава. Экспериментальные данные, приве-

денные в таблице 2.1, подчиняются уравнению:    

))(exp(0

n

n

tk
CC

Ö
-Ö=  

  
Определить порядок реакции ʧ и константу скорости k для различных 

смесей 

                  ʊʘʙʣʠʮʘ  2.1  ʈʝʟʫʣʴʪʘʪʳ ʠʟʫʯʝʥʠʷ ʢʠʥʝʪʠʢʠ ʩʚʷʟʳʚʘʥʠʷ 

Время, мин С 

0 31,5 

1 15,0 

2 10,5 

4 5.2 

6 2,5 

8 1,5 
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С помощью метода наименьших квадратов задачу оптимизации сфор-

мулируем в следующем виде:  

Найти минимум функции  ä
=

Ö
-Ö-¹

5

1

2

0 ))(exp((),(
i

n

i
n

tk
CCnkS  по перемен-

ным n,k  

На рисунке 2.7 представлен протокол решения задачи. 

 
 

Рисунок 2.7 - Протокол решения задачи (начало) 
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Рисунок 2.8-Протокол решения задачи (окончание) 
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 Как следует из рисунка 2.8, решение данной задачи удовлетворяет не-

обходимым и достаточным условиям существования минимума. 

 Для количественной оценки адекватности полученного уравнения рег-

рессии вычисляется расчетное значение критерия Фишера: отношение дис-

персии адекватности 2

ʘʜS    к дисперсии воспроизводимости  2

.ʚʦʩʧʨS :                        
2

.

2

.. / ʚʦʩʧʨʘʜʝʢʚʨʘʩʯ SSF = . 

 Это отношение сравнивается с табличным значением критерия Фишера 

F при различных значениях уровня значимости (как правило, = 0.05) и двух  

степенях свободы - дисперсии адекватности .адеквn  и дисперсии воспроизво-

димости  .ʚʦʩʧʨn , т.е. с величиной   ʪʘʙʣF ( .ʘʜʝʢʚn , .ʚʦʩʧʨn ) .( см. Приложение 2).  

 При использовании критерия  Фишера всегда рассматривается отноше-

ние  большей дисперсии к меньшей. 

ɼʣʷ ʘʜʝʢʚʘʪʥʦʡ ʤʦʜʝʣʠ  ʜʦʣʞʥʦ ʙʳʪʴ   ʪʘʙʣF : .ʨʘʩʯF ¢ ʪʘʙʣF . 

 Иначе модель считается неадекватной. 

 При отсутствии параллельных опытов сравнивают остаточные дисперсии 
2

.ʦʩʪS  с оценкой разброса опытных данных  .ʩʨy относительно дисперсии среднего 

значения 2

.ʩʨʝʜʥS [6].  

Здесь    

    ä
=

Ö=
n

i

iʩʨ y
n

y
1

.

1
,  ä

=

-Ö
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=
n

i
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ʨʘʩʯ

iʦʩʪ yy
pn
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iʩʨʝʜʥ yy
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1

1 . 

 Расчетное значение критерия Фишера определяется формулой: 
2

.

2

.. / ʦʩʪʩʨʝʜʥʨʘʩʯ SSF = . 

ɼʣʷ ʘʜʝʢʚʘʪʥʦʡ ʤʦʜʝʣʠ  ʜʦʣʞʥʦ ʙʳʪʴ: .ʨʘʩʯF ² ʪʘʙʣF . 

 Адекватность модели можно оценить также с помощью эмпирического 

корреляционного отношения :   )/1 2

.

2

. ʩʨʝʜʥʦʩʪSS-=h ,которое характеризует связь 

между  величинами и  находится в пределах .10 ¢¢h Чем больше h,тем сильнее 

связь. 

 Как видно решение задачи адекватно отображает экспериментальные дан-

ные. 

 Рассмотрим решение более сложной задачи: 

Пример. Найти минимум функции: 
4

41

4

32

2

43

2

214321 )(10)2()(5)10(),,,( xxxxxxxxxxxxf -Ö+Ö-+-Ö+Ö+¹ . 

В качестве начальной точки поиска взять точку )1,0,1,3(0 -=X . 

 На рисунках 2.9 -2.10 приведены протоколы  решения задачи.  

 Как видно, найденное минимальное значение функции удовлетворяет 

необходимым и достаточным условиям. 
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Рисунок 2.9-Протокол решения задачи (начало) 
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Рисунок 2.10- Протокол решения задачи (окончание) 
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 К сожалению, проверка достаточных условий для сложных задач оп-

тимизации весьма затруднительна, и, кроме того, прикладные задачи часто не 

обладают требуемыми свойствами.  

 Эти обстоятельства  определяют не очень большой круг решаемых за-

дач оптимизации для химико-технологических процессов и систем с исполь-

зованием изложенных выше методов безусловной оптимизации. 

 

 

3 ЛАБОРАТОРНАЯ РАБОТА ПО МЕТОДАМ ОПТИМИЗАЦИИ  №1  
 

ɻʣʘʚʥʳʡ ʧʦʨʦʢ ʤʘʪʝʤʘʪʠʢʦʚ- 

ʧʨʠʤʝʥʝʥʠʝ ʛʨʝʯʝʩʢʠʭ ʙʫʢʚ  

ʧʨʠ ʧʝʨʚʦʡ ʞʝ ʚʦʟʤʦʞʥʦʩʪʠ. 
 

3.1 ЗАДАНИЯ К ЛАБОРАТОРНОЙ РАБОТЕ №1 

 

Для предложенных  ниже вариантов заданий 1-9  необходимо решить 

задачи нахождения минимума предложенных функций [1].В данном разделе 

приведен ряд задач нелинейного программирования, которые обычно ис-

пользуются для исследования эффективности различных поисковых методов.  

Приводятся  задачи на поиск безусловного минимума. В каждой задаче 

указываются минимизируемая функция f , начальная точка поиска 0X , ре-

шение - конечная точка *x  и значение функции в конечной точке *f . 

 Для   заданий  10-19 [7] необходимо на основе метода наименьших 

квадратов (МНК) решить задачу поиска минимума, подобрать параметры  

регрессионной зависимости и оценить адекватность полученного уравнения 

регрессии с помощью коэффициента детерминации, эмпирического корелля-

ционного отношения, критерия Фишера. 

 
3.2  ПОРЯДОК ВЫПОЛНЕНИЯ РАБОТЫ 

 

В соответствии с индивидуальным заданием    необходимо  с помощью 

MathCAD  решить задачу оптимизации. 

Отчет по лабораторной работе должен содержать: 

1. Постановку задачи. 

2.Программу на MathCAD для решения задачи оптимизации 

3. Анализ полученных результатов. 

 
3.3   КОНТРОЛЬНЫЕ ВОПРОСЫ 

 

1) Что такое критерий оптимизации? 

2) Что такое целевая функция? 

3) Поясните понятие линия постоянных значений целевой функции. 
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4) Какие виды ограничений встречаются при оптимизации? 

5) Поясните графически понятие унимодальной и мультимодальной 

функции. 

6) Как выбрать метод оптимизации? 

7) Приведите возможные условия окончания процесса поиска оптималь-

ного решения. 

8) Сформулируйте необходимые и достаточные условия существования 

для экстремальных точек поиска. 

9) Сформулируйте критерий Сильвестра для существования минимума 

функции  двух переменных. 

10) Что такое матрица Гессе? 

11) Для каких целей при решении задач оптимизации используется поло-

жительная, отрицательная и неопределенность матрицы Гессе? 

12) Что такое функции Find и  eigenvals и, для каких целей они использу-

ются при решении задач оптимизации? 
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Задание №10 

 

        Таблица 3.1- Зависимости константы скорости реакции от температуры 

 

1 2 3 4 5 6 7 8 

t, °C k,ʩ
-1 

t, °C k t, °C k t, °C k t, °C k t, °C k t, °C k t, ÁC k 

200 

220 

240 

260 

280 

300 

320 

10,3 

14,6 

18.1 

25,2 

31,0 

38,8 

50,6 

220 

245 

270 

295 

320 

345 

370 

24,9 

37,2 

58,9 

76,3 

102,6 

111,4 

197,1 

250 

280 

310 

310 

370 

400 

430 

1,82 

3,28 

4,77 

7,67 

10,41 

16,71 

21,56 

280 

310 

340 

370 

400 

430 

460 

31500 

40100 

53700 

63100 

8i200 

98700 

116200 

300 

330 

360 

390 

420 

450 

480 

245 

304 

387 

493 

613 

716 

872 

320 

345 

370 

395 

420 

445 

470 

0,216 

0,384 

0,468 

0,652 

0,913 

1,251 

1,586 

350 

 370 

 390  

410  

430  

450 

 470 

16,4  

21,9 

 26,4  

34,7  

40,5  

48,6  

57,3 

380  

410  

440 

 470  

500  

530 

 560 

1420  

18!0 

2530  

3050'  

3640  

4740  

6320 
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 По заданной зависимости константы скорости реакции от температуры 

(таблица 3.1) с помощью МНК найти наиболее вероятные значения  предэкс-

поненты 0k и энергии активации E .  

Константа скорости зависит от температуры по закону Аррениуса: 

 
))/(exp(0 TREkk Ö-Ö=  

 

Задание №11 

 

 При изучении процесса сорбции были получены следующие равновес-

ные величины при T =293 К (таблица 3.2). 

 

ʊʘʙʣʠʮʘ3. 2 

Уголь-бензол                    Вода- уголь 

Содержание 

бензола в газе 

ʉ 510Ö , м
3
/см

3
 

Содержание 

бензола в угле 

ʘ, моль/г 

Содержание 

паров 

воды в газе ʉ, 

м
3
/см

3
 

Содержание 

воды в угле ʘ, 

моль/г 

0,10 

0,15
 

0,20
 

0,25 

0,30
 

0,35
 

0,40 

1,0 

1,5 

2,0 

2,5 

3,0 

3,4 

3,8 

0,00588 

0,015 

0,079 

0,042 

0,052 

0,066 

- 

3,78 

5,49 

6,5 

7,1 

7,5 

7,7 

- 

β=1      3101.0 -Ö=SC  β=2.73    3101.0 -Ö=SC  

 

 Известно,   что   содержание   адсорбируемого   вещества   в твердой 

фазе ʘ и в газовой фазе C , связаны соотношением 

 

))(lgexp( 2

2

2

C

CTB
aa S
ʤʘʢʩ Ö

Ö
-Ö=
b

. 

 

 Определить  предельное содержание адсорбируемого   вещества   в 

твердой фазе максa  и размер микропор ɺ по экспериментальным данным. 

 

Задание №12 

 

 Дан   энергетический   спектр   частиц   ядерной   реакции. В области  

5 МэВ-10 МэВ его можно описать уравнением:  

 

)/exp()( TAf eee ÖÖ= , 

где  
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 e- энергетический   спектр   частиц, 

 ɸ -  амплитуда;  

 ʊ — ядерная температура. 

 По экспериментальным данным таблицы 3.3  определить ɸ и ʊ. 

 

               ʊʘʙʣʠʮʘ 3.3 

e, МэВ 2510)( Öef м/МэВ e, МэВ 2510)( Öef м/МэВ 

5,00 108,4 7,75 42,1 

5,25 101,4 8,00 37,9 

5,50 97,1 8,25 34,0 

5,75 93,8 8,50 27,7 

6,00 85,0 8,75 20,1 

6,25 77,5 9,00 18,7 

6,50 71,5 9,25 20,5 

7,00 63,0 9,50 19,8 

7,25 57,9 9,75 18,3 

7,50 54,6 10,00 15,0 

 

Задание №13 

 Известны экспериментальные значения, определяющие угловое рас-

пределение частиц из ядерной реакции (таблица 3.4). Эти значения можно 

аппроксимировать формулой   

ww 2cos)( Ö+= BAf . 

 Определить  наиболее вероятные значения A  и ɺ. 

              ʊʘʙʣʠʮʘ34.4 

 

Угол  w, рад 2510)( Öwf ,м
2
/с Угол  w,рад 2510)( Öwf ,м

2
/с 

0 

20 

40 

60 

80 

50,64 

47,87 

42,15 

36,73 

35,40 

100 

120 

140 

160 

180 

37,13 

36,15 

39,71 

46,18 

49,84 

 

 

Задание №14 

 

 Для некоторых значений энергии протонов ɽ известны  их пробеги R в 

алюминии (таблица 3.5).  

 

Аппроксимировать экспериментальные значения формулой  :  
nErR Ö= , 

где  
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 r  и  n - параметры, которые следует определить.       

   

           Таблица 3.5 

 

ɽ, МэВ R, мг/см
2
 ɽ, МэВ R, мг/см

2
 ɽ, МэВ R, мг/см

2
 

1 3,2 6 68,5 11 200,0 

2 10,7 7 89,0 12 230,0 

3 21,0 8 112,0 13 265,0 

4 34,0 9 138,0 14 300,0 

5 50,4 10 166,5 15 340,0 

 

Задание №15 

 

 Средне численная молекулярная масса полимера ʄ в результате дест-

рукции под воздействием g - излучения изменяется по закону: 

 

5

0

106.9

)(1

Ö

+Ö
=

DDG

M

D  

где  

 D  — доза, кГр;  

 DG  — выход деструкции, молек./100 эВ;  

 0D — виртуальная поглощенная доза, кГр,  

необходимая для того, чтобы из бесконечно длинной цепи полимера мыслен-

ным ее разрывом получить исходное распределение по молекулярным мас-

сам (до начала реального облучения). 

 

D, кГр          8           12      20           26         30        40         48          52 

ʄ 710-Ö      2,4         2,3     2,1         2,05        2         1,87      1,7         1,73 

 

0В =106 кГр. 

 Найти  радиационно-химический выход деструкции Go и начальную 

средне численную молекулярную массу М0 при D=0. 

 

Задание №16 

 

 Дозиметрия центрального канала гамма-установки РХМ-g-20 прово-

дилась с помощью ферросульфатного дозиметра.  

Получены данные зависимости оптической плотности дозиметрического рас-

твора А при l=304 км от времени его облучения  - t . 

 

t,c 25 36 48 67 83 105 129 141 155 

A 0.1 0.14 0.2 0.28 0.32 0.42 0.5 0.57 0.63 
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re ÖÖÖÖ

ÖÖ
=

Fe

d
GeLt

NA
P

1000
, 

где 

 )/(, ʩʛʵɺPd Ö -мощность дозы, которую нужно вычислить, 

 23

0 1002.6 Ö=N -число Авогадро, 

 =e 2130 м
3
/ (кмоль /см) - коэффициент экстинкции для +3Fe , 

 L=1см-толщина кюветы, 

 FeGe =15.5 молекул/100эВ-выход +3Fe при облучении ферросульфатного 

дозиметра, 

 r=1024кг/м
3
— удельный вес дозиметрического раствора. 

 

Задание №17 

 

  Определить  коэффициент молярной экстинкции e окрашенного рас-

твора по зависимости оптической плотности ɸ от концентрации ʉ  

(таблица 3. 6). Длина кюветы l =1 см. 

 Зависимость оптической плотности от концентрации выражается: формулой:    

 

lCA ÖÖe=  
ʊʘʙʣʠʮʘ 3.6 

 

Раствор в хлоро- 

форме 510Ö , 

кмоль/м
3
 

Fe
3+

 в 0,8 н. H2S04
410Ö , 

кмоль/м
3
 

Нитроформ СН( 32)NO  

в воде 510Ö , кмоль/м
3
 

С А С А С А 

1,0 0,13 0,8 0,17 0,8 0,13 

1,5 0.21 1,0 0,21 2,0 0,31 

2,2 0,30 1,1 0,23 2,5 0,40 

2,8 0,37 2,9 0,63 2,8 0,44 

3,5 0,48 3,7 0,78 4,7 0,76 

5,7 0,76 4,5 0,96 5,8 0,93 

8,3 1,10 5,1 1,09 6,7 1,07 

9,6 1,25 5,9 1,26 7,7 1,23 

- - 6.1 1,30 8,4 1,34 

- - 7,0 150 8,7 1,40 
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Задание №18 

 

  Определить начальную скорость счета 0I  и период полураспада 2/1T ра-

диоактивного элемента по зависимости скорости счета от времени   

 
)/693.0exp( 2/10 TtII ÖÖ=  

 

 Экспериментальные данные приведены в таблице. 3.7. 

 

Таблица 3.7 

Изотопы 

Фосфор Барий Йод Медь 

t,дни I ,имп/мин t,дни I ,имп/мин t,дни I ,имп/мин t,дни I ,имп/мин 

1,2 2800 0,5 2660 10 1900 5 2370 

4,7 2400 1,0 2090 20 1440 10 1810 

6.3 2230 1,5 1640 30 1090 15 1390 

11,4 1760 2,0 1280 40 825 20 1060 

12,0 1720 2,5 1000 50 625 25 809 

14,8 1520 — — — — — — 

17,1 1360 3,5 620 70 360 35 475 

19,5 1230 — — — — — — 

24,7 960 4,5 378 90 204 45 276 

 

Задание №19 

 

 При обжиге сферических образцов диаметром D= 10 мм из сырьевой 

смеси для производства портландцементного клинкера газы разложения кар-

бонатной компоненты смеси собирались в газовый сосуд.  

 Результаты  времени сбора t определенного объема  газов  Vx при Раз-

личных температурах приведены в таблице  3.8. 

 

 

ʊʘʙʣʠʮʘ 3.8 

t, °с Время сбора t, с 

Объем Vx, см
3
 Полный объем V, 

см
3
 50 100 150 200 250 300 350 400 

1000 32 67 105 150 202 266 354 532 410 

1100 20 42 67 94 127 166 218 307 422 

1200 12 26 41 58 78 101 131 177 437 

1300 9 18 28 40 53 69 89 117 449 
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Известно, что в этих условиях процесс описывается зависимостью 

 

2
3

4
11

D

k

V

Vx tÖÖ
=--  

 

Определить  наиболее вероятное для данной температуры значение констан-

ты реакции k. 
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4   ПРИЛОЖЕНИЕ 1   
 

4.1 ПОСТРОЕНИЕ КОНТУРНЫХ ТРЁХМЕРНЫХ ГРАФИКОВ  
 

 Контурные трехмерные графики или представление поверхности 

в виде линий постоянного уровня
 
 широко используется при решении многих 

инженерных задач, в частности, задач оптимизации. Иногда контурные гра-

фики получаются более информативными, чем трехмерные поверхности [5]. 

ʇʦʩʪʨʦʝʥʠʝ ʢʦʥʪʫʨʥʳʭ ʛʨʘʬʠʢʦʚ ʙʝʟ ʷʚʥʦʛʦ ʟʘʜʘʥʠʷ ʤʘʪʨʠʮʳ ʘʧ-

ʧʣʠʢʘʪ.  

Этот метод можно использовать в версиях, начиная с MathCAD-2000.  

Последовательность действий такова: 

Шаг1. Задают функцию двух переменных, определяющую поверх-

ность. 

Шаг2. Для построения шаблона используют команду Contour Plot 

(контурный график). Вызвать команду можно из главного меню, используя  

пункт ɺʩʪʘʚʢʘ или с палитры ɻʨʘʬʠʢʠ стандартным способом. Всплываю-

щая подсказка поможет выбрать нужный тип графика. В поле ввода появив-

шегося шаблона следует указать только имя функции. Один щелчок левой 

кнопки мыши вне графической области позволит получить контурный гра-

фик. 

Возможности форматирования позволяют изменять внешний вид полу-

ченного графика. В частности, очень полезной может оказаться оцифровка 

линий или использование функциональной окраски. 

Пример. Построить график поверхности и контурный 3D-график для  

функции  F(x,y)=Sin x+Sin y- Sin(x*y). Решение приведено на рисунке 4.1. 

Оцифровка позволяет приблизительно оценить значения максимума 

или минимума. 

На контурном графике четко просматривается наличие экстремумов 

функции. 

¶ Линией равного уровня или линией равных значений функции  

называется кривая в двумерном сечении пространства, значение функции на 

которой постоянно. 
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Рисунок 4.1- Использование контурного графика для представления 

функции двух аргументов 
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4.2  ФОРМАТИРОВАНИЕ 

 

 Форматирование довольно сложный процесс, т.к. число параметров, 

которые могут быть изменены, достигает нескольких десятков. Поэтому 

рекомендуется на начальном этапе воспользоваться для построения 

трѐхмерных графиков Мастером (Plot Wizard) 

ʀʩʧʦʣʴʟʦʚʘʥʠʝ Мастера (Plot Wizard) 
 Вызвать Мастера можно из главного меню, выполнив команды:  

   ɺʩʪʘʚʢʘ½­½ ɻʨʘʬʠʢ½­½  Plot Wizard 
Мастер предлагает пользователю выбрать настройки в трех последова-

тельно появляющихся окнах.  

Первое окно –Plot type предлагает определиться с типом будущего гра-

фика. Предполагается выбор одного из возможных вариантов: 

Surface Plot -- ʛʨʘʬʠʢ ʧʦʚʝʨʭʥʦʩʪʠ; 

Contour Plot--  ʢʦʥʪʫʨʥʳʡ ʛʨʘʬʠʢ; 

Vector Field Plot ï ʚʝʢʪʦʨʥʳʡ ʛʨʘʬʠʢ; 

Bar Plot -- ʩʪʦʣʙʯʘʪʳʡ ʛʨʘʬʠʢ; 

Scatter Plot --  ʪʦʯʝʯʥʳʡ ʛʨʘʬʠʢ. 

В правой части окна отображается тип выделенного графика тестовой 

функции Если решается задача оптимизации, связанная с конкретными 

физическими проявлениями, то выбор стартовой точки существенно об-

легчается. Продолжение работы с Мастером возможно после нажатия 

кнопки с надписью ʜʘʣʝʝ. 

Второе окно –Appearance предлагает выбрать вид отображения графиче-

ской зависимости.  

Draw lines – ʣʠʥʠʠ; 

Fill  surface and Draw lines ï ʦʢʨʘʰʝʥʥʘʷ ʧʦʚʝʨʭʥʦʩʪʴ ʩ ʣʠʥʠʷʤʠ, 

Fill  surface with color ï ʦʢʨʘʰʝʥʥʘʷ ʧʦʚʝʨʭʥʦʩʪʴ.  

В правой части окна отображается выбранный вид для тестовой функ-

ции. Кнопки внизу окна:  ʅʘʟʘʜ   ɼʘʣʝʝ   ʆʪʤʝʥʘ определят дальней-

шую работу. 

Третье окно ïColoring предлагает определить цветовую гамму, исполь-

зуя представление той же тестовой функции. 

Color by height ï цвет без учета высоты; 

Solid color – заливка одним цветом; 

Color using lighting – заливка цветом с учетом высоты. 

Выбор цветового оформления графика зависит от вида отображения. 

Мастер позволяет вернуться к началу или, если вид полностью устраи-

вает, перейти к построению своего графика. Кнопки: ʅʘʟʘʜ  ɻʦʪʦʚʦ  

ʆʪʤʝʥʘ, расположенные внизу окна, служат для этой цели 

После завершения работы с Мастером, на поле рабочего документа в по-

зиции, отмеченной курсором, появится шаблон 3D-графика. Работа с 

шаблоном рассмотрена в пунктах, посвященных созданию различных 

видов графиков. 

Вид полученной графической зависимости во многом  зависит от того, 
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под каким углом относительно осей X,Y и Z рассматривать фигуру. 

В ранних версиях для этого требовались соответствующие установки. 

Различные наклоны, развороты фигуры выполняются с помощью мыши. 

При этом указатель мыши надо поместить в область графика. Нажать 

левую кнопку  и, удерживая еѐ, начать двигать мышь. Результат сказы-

вается мгновенно. Фигура «оживает», начинает поворачиваться вместе с 

осями, позволяя видеть все особенности поверхности. Отпустив кнопку 

мыши, можно остановиться в нужном ракурсе. 

Если работать с мышью при нажатой клавише Ctrl, можно менять пер-

спективу. 

Если манипулировать мышью с нажатой клавишей Shift,то, отпустив ле-

вую кнопку, получим анимированную («живую») картинку вращения в 

заданном направлении. Для прекращения движения нужно выполнить 

один щелчок левой кнопки  мыши по графику. 

Использование окна ʌʦʨʤʘʪʠʨʦʚʘʥʠʝ. 

График можно подвергнуть добавочному форматированию. Легче всего 

это сделать, используя контекстное меню. Один щелчок левой кнопки 

мыши в поле графика вызывает справочное окно с набором команд, Вы-

деление команды  Format приводит к появлению окна 3D-Plot Format. 

Окно имеет несколько вкладок. Каждая вкладка содержит группу опций, 

выполняющих разные настройки, но подчиненные одной цели. Напри-

мер, работа с осями или задание внешнего представления. Выделяют 

нужную вкладку и устанавливают одну или несколько опций  Результат 

можно наблюдать сразу. Для этого следует нажать кнопку ʧʨʠʤʝʥʠʪʴ. 

Вид графика изменится в соответствии с установкой. Если результат не 

устраивает, то действие выбранных опций возможно отменить, нажав 

кнопку ʦʪʤʝʥʘ. Закончить процесс форматирования позволит кнопка 

ʛʦʪʦʚʦ.  
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5  ПРИЛОЖЕНИЕ 2 
 
Таблица . F-распределение Фишера при уровне значимости  0.05 
 

    N1 
N2 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 12 15 20 

1 161.4 199.5 215.7 224.5 230. 233.9 236.7 238.88 240.54 241.88 243.91 245.95 248.01 

2 18.51 19.00 19.1 19.24 19.29 19.33 19.35 19.371 19.385 19.396 19.413 19.429 19.446 

3 10.12 9.552 9.27 9.117 9.01 8.940 8.886 8.8452 8.8123 8.7855 8.7446 8.7029 8.6602 

4 7.708 6.944 6.59 6.388 6.25 6.163 6.094 6.0410 5.9988 5.9644 5.9117 5.8578 5.8025 

5 6.607 5.786 5.40 5.192 5.050 4.950 4.875 4.8183 4.7725 4.7351 4.6777 4.6188 4.5581 

6 5.987 5.143 4.757 4.533 4.38 4.283 4.206 4.1468 4.0990 4.0600 3.9999 3.9381 3.8742 

7 5.591 4.737 4.34 4.120 3.971 3.866 3.787 3.7257 3.6767 3.6365 3.5747 3.5108 3.4445 

8 5.317 4.459 4.06 3.837 3.687 3.580 3.500 3.4381 3.3881 3.3472 3.2840 3.2184 3.1503 

9 5.117 4.256 3.86 3.633 3.481 3.373 3.292 3.2296 3.1789 3.1373 3.0729 3.0061 2.9365 

10 4.964 4.102 3.708 3.478 3.32 3.217 3.135 3.0717 3.0204 2.9782 2.9130 2.8450 2.7740 

11 4.844 3.982 3.587 3.356 3.20 3.094 3.012 2.9480 2.8962 2.8536 2.7876 2.7186 2.6464 

12 4.747 3.885 3.49 3.259 3.105 2.996 2.913 2.8486 2.7964 2.7534 2.6866 2.6169 2.5436 

13 4.667 3.805 3.410 3.179 3.02 2.915 2.832 2.7669 2.7144 2.6710 2.6037 2.5331 2.4589 

14 4.600 3.738 3.34 3.112 2.95 2.847 2.764 2.6987 2.6458 2.6021 2.5342 2.4630 2.3879 

15 4.543 3.682 3.287 3.055 2.90 2.790 2.706 2.6408 2.5876 2.5437 2.4753 2.4035 2.3275 

16 4.494 3.633 3.23 3.006 2.85 2.741 2.657 2.5911 2.5377 2.4935 2.4247 2.3522 2.2756 

17 4.451 3.591 3.19 2.964 2.810 2.698 2.614 2.5480 2.4943 2.4499 2.3807 2.3077 2.2304 

18 4.413 3.554 3.15 2.927 2.772 2.661 2.576 2.5102 2.4563 2.4117 2.3421 2.2686 2.1906 

19 4.380 3.521 3.12 2.895 2,740 2.628 2.543 2.4768 2.4227 2.3779 2.3080 2.2341 2.1555 

20 4.351 3.492 3.098 2.866 2.710 2.599 2.514 2.4471 2.3928 2.3479 2.2776 2.2033 2.1242 

 
 

N1-Число степеней свободы числителя, 

 

N2- Число степеней свободы знаменателя. 
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